info_e1_sitzung02

Montag, 14.09.2015

Wie I6st ein Informatiker ein Problem? (Teil 2)

Wir gehen von folgender Problemstellung aus: Ein Chip ist auf einer Seite mit 0 und auf der anderen mit 1 beschriftet. Er wird so
lange geworfen, bis die Summe der Einzelergebnise > 2 ist (also mind. 3). Ein Diagramm zu diesem Spiel:

0,5

q3

Die Zustande zahlen hier die jeweilige Anzahl der Einsen. Aus dem letzten Zutsand kommen wir nicht mehr heraus. Man nennt so
einen Zustand auch einen absorbierenden Zustand. Der Zustandverteilung (s. Tabelle)

Zustandsverteilung
Zustand | O 1 2 3
Start: |1 0 0 0
1. Spiel:|0.5 |0.5 |0 0

0
1]

2. Spiel: | 0.25 (0.5 0.25
3. Spiel: | 0.125(0.375 | 0.375

.125

entnehmen wir, dass die Wahrscheinlichkeiten Schritt fiir Schritt "nach rechts wandern". Die zentrale Frage ist nun:
Wie entwickelt sich diese Zustandsverteilung "auf lange Sicht"?

Alternativ kdnnen wir auch fragen: Welche Wahrscheinlichkeit hat der absorbierende Zustand q3 "auf lange Sicht". Zur
Beantwortung dieser Fragen untersuchen wir die vier Gleichungen

e vg =0.5+*vg
vy =0.5+vg+0.5+vy
evy =0.5%vy +0.5+vy
ev3 =0.5*Vvy +v3
Wir machen die vier Gleichungen "etwas komplizierter":
evg =05+vg+0+vy+0*vy+0+v3
evy =05+vg+05+vy +0*vy+0=*v3
vy =0+*vg+05+vy+0.5+vy+0=*v3

ev3 =0+vg+0+vy+05+vy+1.0+v;3

Das sieht in etwa so aus: Wir erhalten die Folgewahrscheinlichkeiten der Zusténde, indem wir die Zustandswahrscheinlichkeiten
mit einem "Zahlenfeld" multiplizieren. Das Zahlenfeld nennt man auch Matrix, und die Matrix sieht in unserem Fall
folgendermaBen aus:

05 0 0 0
05 05 0 0
0 05 05 0
0 0 05 L0
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Jetzt werden wir "mutig" und schreiben die linke Seite so:

Man nennt dieses Zahlenfeld mit nur einer Spalte einen Vektor, eben den Vektor der Folgewahrscheinlichkeiten. Unser
Anfangszustand als Vektor geschrieben sieht dann so aus:

Vo |
V=0
v, 0

.,0

|v3

Die vielen Multiplikationen * im Gleichungssystem oben schreiben wir jetzt so:

05 0 0 0 v
05 05 0 0][v
0 05 05 0] |y,
0 0 05 10/ |y,

und als Ergebnis erhalten wir endlich:

vl 05 0 0 o] [
vi|_[05 05 0 0.0
vl 10 0505 0o [0
110 0 05 10/ o

J ) | |
X 3

also die Zeile in der Zustandstabelle oben zum 1. Spiel. Hier die Multiplikation zur Zeile des 2. Spiels:

05 0 0 0} [osl [o2s
05 05 0 0] [05|_|05
0O 05 05 0 0 0.25
0 0 05 10 lof o0

sowie die Multiplikation zur Zeile des 3. Spiels:

0.5 0 0 0} (025 [0.125
05 05 0 0/ [05]|_[0375
0 05 05 0] 025 0375
0 0 05 10/ |0/ 0125

Etwas Nachdenken ergibt, dass wir hier fortgesetzt Matrizen mit Vektoren multiplizieren (die zueinander "passen" mussen!).
Das geht auch "einfacher":
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05 0 0o olfos o o o!lo5 0o o o

1| [0.125
05 05 0 00505 0 00505 0 0]/]o|_[{0375
0 0505 0|0 0505 0|0 0505 0[]0 |0375
0 0 0510 10 0 05 1010 0 05 10 |0 |0.125

Das liest man von rechts nach links: die 1. Multiplikation ergibt die Zeile zum 1. Spiel, die 2. Multiplikation ergibt die Zeile zum 2.
Spiel, die 3. Multiplikation ergibt die Zeile zum 3. Spiel, u. s. w. Jetzt filhren wir Buchstaben ein: Die Matrix bekommt den
Buchstaben U, die Vektoren den Buchstaben v, dann sieht die Zeile eben so aus:

UUxU*v=v

wobei V' hier die Zustandswahrscheinlichkeiten nach dem dritten Spiel bezeichnet. Kiirzer schreiben wir fiir U + U = U einfach U3
(Potenz!) und es ergibt sich:
Ud+sv=v

Der Ausdruck
U20.y=y

steht dann fir die Zustandswahrscheinlichkeiten nach dem 20. Spiel, aber wer soll das berechnen? Da fallt unserem Informatiker
ein: der Computer kann das doch! Kann er auch wirklich, genauer wir benutzen von Libre Office Calc, also die
Tabellenkalkulation.

Matrizenmultiplikation in Calc

Erst unser Beispiel in Calc:

A|B|C|D E F G H 1| J
1]o5/ 000 025 | © 0 |[o
2 [o5]/05] 0 [0 05 (025 0o [0
3]/0]o5[05][0 025 | 05 | 025 [0
4] 0]0 ] 051 0 [025 | 075 |1
5
6 006 [ © 0 [0
7 025 (006 | 0 [0
8 038 [ 0,25 [ 0,06 [0
9 031 | 0,69 | 0,94 | 1
10
11 1] 0 0 0 [o
12 e 0| 003 ] 0 0 0
13 - [o] 011 (003 | 0 |0
14 0| 086 | 096 | 1 1
15
16 0
17 | Zustandswahrscheinlichkeiten | 0,03
18 | nach dem 8. Spiel: UA8 *v = 0,11
19 0,86
20

Im Bereich A1:D4 steht die Matrix U, in F1:14 steht U2, in F6:I9 steht U4=U2 « U2, in F11:114 steht U8=U4 » U4. Die
Zustandswahrscheinlichkeiten nach dem 8. Spiel stehen in F16:F19 — U8 xv

Matrizen werden also in Calc ganz normal wie Zahlen eingegeben, die Matrizenmultiplikation erhalten wir Gber Einfiigen —
Funktion:
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S

‘® Funktions-Assistent =

>

Funktionen | Struktur MMULT Teilergebnis 0,25
rljategone Matrixmultiplikation. Bildet das Produkt zweier Matrizen.
IMatrix H
Funktion Matrix (erforderlich)
EINHEITSMATRIX Die zweite Matrix mit der gleichen Anzahl von Zeilen, wie die erste
HAUFIGKEIT Matrix Spalten hat.

MDET

MINV Matrix [A1 D4

MMULT .
i Matrix lm

MTRANS

RGP

RKP
SUMMENPRODUKT
SUMMEX2MY2
SUMMEX2PY2
SUMMEXMY2 Formel Ergebnis |0,25

TREND =MMULT(A1:D4 ;S HBE) E
VARIATION

% Matrix Hilfe ‘ ’ Abbrechen ‘ | << Zuriick

Bei der Kategorie habe ich Matrix ausgewabhlt, fiir die Matrizenmultiplikation ist der Calc-Befehl MMULT verantwortlich, und man
beachte den Hinweis: Die zweite Matrix mit der gleichen Anzahl von Zeilen, wie die erste Matrix Spalten hat.

Vorsicht: — Bei der Matrizenmultiplikation in Calc funktioniert markieren, kopieren & einfligen nicht!!! —

Aufgaben

o Aufgabe 1: Versuche das Beispiel oben anhand der Calc-Datei nachzuvollziehen (Datei herunterladen und entpacken)
o Aufgabe 2: Bilde in Calc das Produkt U16= U8 » U8 und berechne dann erneut die Zustandswahrscheinlichkeiten U16 x v

e Aufgabe 3: Bestimme fiir das Computerspiel mit den drei Level 0, 1 und 2 vom letzten Mal die Matrix U, und berechne
dann mit Calc die Zustandswahrscheinlichkeiten U8 « v. Wie sieht wohl U16 + v aus?

o Aufgabe 4: Wir erweitern Aufgabe 3 vom letzten Mal mit der Euromiinze, die so lange geworfen wird, bis zum ersten Mal
das Muster "Zahl-Wappen-Zahl" auftritt. Bestimme fiir die Zusténde im Diagramm diesmal die Verteilung der Wk
nach dem vierten Wurf mit Hilfe von Calc. Wie sieht hier eine Verteilung nach dem 8. Wurf aus?




